Przestrzenie Sobolewa — przeglad wlasnosci

Zadanie 1. Wykazaé, ze W™P(Q) jest przestrzenia Banacha dla dowolnego wy-
ktadnika 1 < p < oo, a w przypadku 1 < p < oo nawet refleksywng. Wskazowka.
Rozwazy¢ izometryczne wlozenie WP w LP zadane przez u — (u, Vu).

Zadanie 2. Sprawdzi¢, ze jesli u € W,h! oraz Vu = 0, to funkcja u jest lokalnie
stala.

Zadanie 3. Sprawdzi¢, dla jakich p funkcja u(r) = % nalezy do W1P(B7).
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Zadanie 4. Dla przeksztalcen w S? (i ogélnie, w podrozmaitosci RY) definiujemy
Wh2(Q,S?) jako te funkcje u € Wh2(Q,R?), dla ktorych |u| = 1 p.w. Wykazaé, ze
funkcje gladkie nie sa geste w W12(B3,S?).

Wskazéwka. Rozwazy¢ funkcje u(zx) = ﬁ i zwrdci¢ uwage na stopien u po obcieciu

do sfer wokot zera.
Zadanie 5. Pokazaé, ze
o C®(R") jest geste w WHP(R™),
e C'*(B;) nie jest geste w W'P(B,) (rozwazy¢ funkcje stale réwna 1),
e C*°(0) w ogdlnosci nie musi by¢ geste w W1P(Q).
Zadanie 6. Sprawdzi¢, ze zlozenie v = f o u funkcji u € WP(Q,R¥) z funk-

cjia f € CHR* R) o ograniczonej pochodnej réwniez lezy w W1P(Q,R), ponadto
Vou(z) =V f(u(z)) - Vu(z).

Zadanie 7. Wykazac, ze jesli u € WHP(Q), to rowniez |u| € WP(Q) oraz zachodzi
wzér V|u| = sgnuVu w nastepujacym sensie:

Vu(zx) gdy u(z) > 0,
Vlu[(z) = § =Vu(z)  gdy u(z) <0,
0 gdy u(x) =0

Wywnioskowaé, ze dla dowolnych u,v € WHP(Q) funkcje max(u, v), min(u,v) roéw-
niez naleza do WP (Q).
Wskazéwka. Rozwazyé ztozenie u z f.(x) = (€2 + |z|?)Y/? —e.
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Zadanie 8. Wykaza¢, ze jesli u € WP(Q), to Vu(z) = 0 dla p.w. x ze zbioru

{u(x) =0}

Zadanie 9. Wykazaé, ze jesliu € WHP(R™) ik = 1,...,n—1, to funkcja u, = ulgryqyy
nalezy do W'P(R*x {y} dla prawie kazdego y € R"~*, ponadto pochodne u, zgadzaja
sie z obcieciami pochodnych wu.



